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1) Soient 𝑎, 𝑏 deux réels. Montrer que :(𝑎 < 𝑥, ∀𝑥 > 𝑏) ⟹ (𝑎 ≤ 𝑏). 

2) Montrer que pour tout nombre réel 𝑥. |𝑥2| = |𝑥|2 = 𝑥2 

 EXERCICE N02 

1) Soit 𝑝 un nombre premier. Montrer que √𝑝 est irrationnelle. 

2) Montrer qu’il n’existe pas de rationnel de carré 12 

3) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, √𝑛 + 1 + √𝑛 − 1 est irrationnel. 

 EXERCICE N03 

En utilisant le fait que 𝑄 est archimédien, montrer que si 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℚ est 

archimédien, montrer que si 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℚ sont tels que pour tout 

 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 +
𝑧

𝑛
, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑥 = 𝑦 

 EXERCICE N04 

1) Montrer que l’ensemble 𝐴 = {
1

𝑛
|𝑛 ∈ ℕ∗} est borné et donner son 

supremum et son infimum. 

L’ensemble 𝐴 a-t-elle un plus grand élément, un plus petit élément ? 
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2) On donne 𝐵 = {
1

𝑛
|𝑛 ∈ ℕ∗ 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟 }.Déterminer 

inf 𝐴 𝑒𝑡 𝑠𝑢𝑝𝐴 s’ils existent. 

3) Que peut-on dire d’un sous-ensemble non vide 𝐴 𝑑𝑒 ℝ tel que   

infA = 𝑠𝑢𝑝𝐴 ? 

 EXERCICE N05 

Trouver les infimum et supremum des ensembles suivants  

• 𝐴 = {
𝑛

𝑛+1
, 𝑛 ∈ ℕ∗} 

• 𝐵 = {1 +
(−1)𝑛

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ∗} 

• 𝐶 = {𝑎 − 𝑏, 1 < 𝑎 < 2,3 < 𝑏 < 4} 

• D= {
1

𝑛
−

1

𝑚
, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ∗} 

• E= {
𝑥

1+𝑥
, |𝑥 > 0} 

 EXERCICE N06 

Soient 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 deux sous-ensembles non vides bornés de ℝ 𝑒𝑡 𝑘 ∈ ℝ. On 

définit les ensembles suivants : 

𝑘𝐴 = {𝑘𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴}. 𝑘 + 𝐴 = {𝑘 + 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴}, 𝐴 + 𝐵{𝑎 + 𝐵, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}  

1) Montrer que si 𝑘 > 0, inf(𝑘𝐴) = 𝑘 inf𝐴 𝑒𝑡 sup(𝐴) = 𝑘𝑠𝑢𝑝𝐴 

2) Montrer que si 𝑘 < 0, inf(𝑘𝐴) = 𝑘 sup𝐴 𝑒𝑡 sup(𝑘𝐴) = 𝑘inf𝐴 

3) Montrer que sup(𝐴 + 𝐵) = 𝑠𝑢𝑝𝐴 + 𝑠𝑢𝑝𝐵 𝑒𝑡 inf(𝐴 + 𝐵) = inf𝐴 + inf𝐵 

4) Montrer que  

sup(𝐴 ∪ 𝐵) = sup {𝑠𝑢𝑝𝐴, 𝑠𝑢𝑝𝐵 }𝑒𝑡 inf(𝐴 ∪ 𝐵) = inf {inf𝐴, inf𝐵} 

5) Qu’en est-il de sup(𝐴 ∩ 𝐵)𝑒𝑡 inf(𝐴 ∩ 𝐵)? 

 EXERCICE N07 

Soient 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 deux parties non vides de ℝ telles que :∀𝑥 ∈ 𝐴, ∀𝑦 ∈ 𝐵, 𝑥 ≤ 𝑦. 
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1) Prouver l’existence de sup 𝐴 et de inf 𝐵 et montrer que sup 𝐴 ≤inf 𝐵 

2) Montrer que (sup𝐴 =inf𝐵) ⟺ (∀𝜀 > 0, ∃𝑥 ∈ 𝐴∃𝑦 ∈ 𝐵/|𝑥 − 𝑦| < 𝜀 

 EXERCICE N08 

Soit 𝑥 un nombre réel 

1) Montrer qu’il existe un unique entier 𝑛𝑥 ∈ ℤ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑥 ≤ 𝑥 < 𝑛𝑥 + 1. 

L’entier 𝑛 est appelé l’entière de 𝑥 et est noté 𝐸(𝑥) ou [𝑥]  

2) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℤ, 𝐸(𝑥 + 𝑛) = 𝐸(𝑥) + 𝑛 

3) Montrer que 𝐸 (
𝑥

2
) + 𝐸 (

𝑥+1

2
) = 𝐸(𝑥) 

4) Résoudre les équation 𝐸(3𝑥 + 2) = 𝑥2𝑒𝑡 𝐸 (
1

𝑥
) = 4𝑥 − 3 

 EXERCICE N09 

 

1) Montrer que pour tout 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

(a) |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|  

(b)  ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦| 

2) Soient 𝑥 𝑒𝑡 𝑎 deux nombres réels tels que 𝑎 ≠ 0 𝑒𝑡 |𝑥 − 𝑎| < |𝑎| 

(a) Démontrer que 𝑎 − |𝑎| < 𝑥 < 𝑎 + |𝑎|   

(b) En déduire que 𝑥 est du signe de 𝑎 

 EXERCICE N010 

Soient 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑖 ∈ {1,2 … . . , 𝑛} des nombres réels arbitraires. 

1) Montrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

)

²

≤ (∑ 𝑏𝑘²

𝑛

𝑘=1

) (∑ 𝑏𝑘²

𝑛

𝑘=1

) 

2) En déduire l’inégalité de Minkowski   
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√∑(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)²

𝑛

𝑘=1

≤ √∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

+ √∑ 𝑏𝑘²

𝑛

𝑘=1

 

3) On suppose que 𝑎𝑖 > 0 pour tout 𝑖 ∈ {1,2, … . . , 𝑛}. Montrer que  

1

𝑛
∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

≥ [
1

𝑛
∑

1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

]

−1

 


